
第2章 ラムダ計算（λ-calculus）

2.1 ラムダ計算とは？

ラムダ記法とは、関数を簡潔に記述するための記法であり、ラムダ計算とはラムダ記法を用いて、
関数の性質について論じるための体系である。ラムダ計算は、単純で、しかも形式的な扱いが可能で
ある。なお、ラムダはギリシャ文字の λのことであり、関数を表記するのに、この λという文字を用
いることから、この名で呼ばれている。
ここでは型無し（untyped）のラムダ計算を紹介することにする。
ラムダ計算はひじょうに単純な体系であるが、 や など

の計算モデルと同等の計算能力を有することを知られている。つまり、現実のコンピュータと理論的
には同等の計算能力を持つのである。

問 2.1.1チャーチの提唱（Church’s thesis）という言葉について、その意味を調べよ

ラムダ記法・ラムダ計算は理論的な計算機科学のなかで、ひじょうに良く使われる。この章ではラ
ムダ計算のごく基本的な部分を紹介する。

2.2 ラムダ式のかたち（文法）

変数を表す記号が x, y, z, . . . のように定められている（通常はアルファベット 1文字）として、次
のような “かたち” をしているものをラムダ式と呼ぶ。

1. 変数—任意の変数記号はラムダ式である。

2. 関数適用— M, Nをラムダ式とするとき、(MN)もラムダ式である。
この式の直観的な意味は、 である。

3. 関数抽象— Mをラムダ式、xを変数とするとき、(λx.M)もラムダ式である。
この式の直観的な意味は、 である。

BNFで表現すると以下のとおりである。

M ::= V | “(” M M “)” | “(” “ λ” V “.” M “)”

V ::= “ x” | “y” | “z” | · · ·

この他に 1, 2, 3,. . . や +, −などの定数を導入する場合もあるが、しばらくは、変数・関数適用・関
数抽象の 3つのみからなる純ラムダ計算を紹介する。
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ラムダ式の例

1. (λx.x) —これは xという引数を受け取って、xをそのまま返すので、恒等関数を表している。
Schemeの記法ならば

(lambda (x) x)

という関数であり、Cならば、

int id(int x) { return x; }

という関数 idに相当する。(λ式や Schemeでは xが int型という制限はないが、Cではこのよ
うに型の制限のない関数を定義することはできないので、便宜上 int型にしている。)

2. (λx.(λy.x)) —これは、xという引数を受け取り、(λy.x)という関数を返す関数である。そして、
(λy.x)という関数は、yという引数を受け取り、（これを無視して）xを返す関数である。つま
り、式全体は高階関数である。

λ記法には、多引数の関数を表す記法はないので、このような “関数を返す関数”で、多引数関
数の代用とすることが行われる。つまり、Cの記法で、

int foo(int x, int y) { return x; }

と表される 2引数の関数を (λx.(λy.x))と書いてしまうのである。このように、多引数関数を
“関数を返す関数” として表現することを、 と言う。Curryは、著名な数
理論理学者 Haskell B. Curryの名にちなんでいる。

3. (λ f .(λx.( f ( f x)))) —関数 f とデータ xを受け取って、 f を xに 2回適用する関数である。

2.3 ラムダ計算のきまり（計算規則）

算数で 1+2×3→ 1+6→ 7というように計算の規則があるように、ラムダ計算も計算規則（書き換え
規則）が決められている。例えば (λx.x)は恒等関数であり、任意のラムダ式Mに対して、((λx.x)M)→ M

と書き換えることができる。また、(((λ f .(λx.( f ( f x))))M)N)→ ((λx.(M(Mx)))N)→ (M(MN))である。
ラムダ計算の変換規則を正式に紹介する前に、いくつかの必要な用語を説明しておく。

束縛変数・自由変数 (λx.M)という部分式があるとき、xはこの部分式で束縛され（bound）ている
という。Mの中で束縛された形で出現（occur）する変数を （bound variable）、束縛され

ていない形で出現する（自由に出現する）変数を （ free variable）という。
例えば、(λx.(xy))の xは束縛変数だが、yは自由変数である。また、((λz.z)z)の zは束縛された形で

も、自由にも出現している。一番右端の zは (λz. . . . )という形の中に入っていないからである。
この最後の例のように、束縛変数と自由変数に同じ名前が使われていると、混乱の元である。そこ

で、以下の議論では束縛変数は自由変数と名前がぶつからないように、適宜、名前の付け替えをする
ものと仮定する。
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一般にプログラミング言語で仮引数の名前は、他の変数とぶつからない限り、付け替えても良い。
ラムダ記法でも同様であり、(λx.(yx))と (λz.(yz))は同じものと見なされる。（このように変数の名前
を付け替えることを と呼ぶことがある。）ただし、(λx.(yx))と (λy.(yy))は別物である。このよ
うに名前の衝突する α変換は許されない。

置換 ラムダ式 M, Nと変数 xがあるとき、[N/x]Mという記法を Mの中の自由な xの出現をすべて
Nで置き換えて得られるラムダ式を表すものとする。（この [ / ] という記法自体はラムダ式の枠外
の、“メタ” な記法である。）
例えば、[(λz.z)/x](λy.(xy))は、(λy.((λz.z)y))となるが、[(λz.z)/y](λy.(xy))は、(λy.(xy))のままであ

る。yは (λy.(xy))の中に自由に出現していないからである。

β変換 ラムダ計算の計算規則は、基本的に β変換と呼ばれる変換規則のみである。これは、ラムダ
式の中の

((λx.M)N)

という形をした部分式を

[N/x]M

に書き換える変換である。この書き換えが適用可能な部分式のことを と呼ぶ。

例: (((λ f .(λx.( f ( f x))))(λy.y))z)
β→ ((λx.((λy.y)((λy.y)x)))z)

β→ ((λy.y)((λy.y)z))
β→ ((λy.y)z)

β→ z

もっと面白い例として というラムダ式は、β変換の結果、自分自身に戻る。
ラムダ計算には通常のプログラミング言語にあるような繰り返し文や再帰がないが、それでも止まら
ない計算を表現することができるということがわかる。
これ以上 β変換を施すことができないラムダ式を という。Mから β変換を繰り返して、N

という正規形に到達するとき、Nを Mの正規形と呼ぶ。上の例でわかるように正規形を持たないラ
ムダ式というものも存在する。

2.4 ラムダ式の略記法

上の定義のままだと、括弧が多くなりすぎるので、次のような略記法の約束を導入して、括弧の数
を節約する。

1. λx1x2 · · · xn.M ≡ (λx1.(λx2.(· · · (λxn.M))))

つまり、λ抽象が続く場合は λを節約して 1つだけ書く。

2. M1M2M3 · · ·Mn ≡ ((· · · ((M1M2)M3) · · · )Mn)

つまり、関数適用は左に結合する。
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λxy.M1M2M3は (λx.(λy.((M1M2)M3)))の略記となる。つまり、λ抽象よりも関数適用の方が優先度
が高い。また、(λx.M1)M2は括弧を省略してしまうと、λx.(M1M2)と区別がつかなくなってしまうの
で、括弧は省略できない。

BNFで表現すると以下のようになる。

M ::= F | “λ” W “.” M

F ::= A | F A

A ::= V | “(” M “)”

W ::= V | V W

V ::= “ x” | “y” | “z” | · · ·

例: λ f x. f ( f x)は (λ f .(λx.( f ( f x))))の略記であり、(λx.xx)(λx.xx)は ((λx.(xx))(λx.(xx)))の略記である。

2.5 ラムダ計算の性質

よく知られているラムダ計算の性質を証明なしで紹介する。

チャーチ・ロッサー（Church-Rosser）の定理 ひとつのラムダ式に幾通りもの β変換が可能なこと
がある。このとき、異なる β変換を行なうと、別の形に枝分かれしてしまう。

M
β

ÂÂ?
??

??
?

β

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ

M2M1

しかし、うまく何回か β変換するとこの枝分かれしたものを再び合流させることができる、

M2

βÄÄÄÄ
ÄÄ

Ä
M1

β ÂÂ?
??

??

M′

ということを述べている定理である。
これは同時に、あるラムダ式に正規形が存在するならば、それは一つしかない（α変換による違い

を除く）ということを保証している。

最左戦略 正規形が存在するラムダ式でも、下手に（上手に?）β基を選んでいけば、いつまでも β変
換をし続けることがありうる。しかし、最も左からはじまる β基を選んで行けば、正規形の存在する
ラムダ式ならば、必ず正規形に到達することが可能である。

例: (λxy.y)((λx.xx)(λx.xx))は、(λx.xx)(λx.xx)の部分を β変換していると、いつまでも正規形に到達
しないが、最左 β基を選ぶとすぐに正規形 λy.yになる。
ただし、最左戦略が正規形に到達するために最も効率の良い（つまり β変換の少ない）方法とは限

らない。（むしろそうでないことの方が多い。）
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2.6 おもしろいラムダ式

いろいろなデータの表現 純粋なラムダ計算には、整数などの組み込みのデータ型がないため、一
見したところ意味のある計算ができるようには見えない。しかし、実際には真偽値・整数・組などの
データは容易に純ラムダ計算の中で表現することができる。

真偽値 λt f .t, λt f . f というラムダ式をそれぞれ true, falseと呼ぶことにする。また、λcte.cteというラ
ムダ式を if と呼ぶことにする。

if true M1 M2
β // M1であり、if falseM1 M2

β // M2である。

問 2.6.1上記の β変換を 1ステップずつ書いて確かめよ。

チャーチの数（Church numeral） λ f x.x, λ f x. f x, λ f x. f ( f x), . . . というラムダ式を 0, 1, 2,. . . とい
う整数に対応するという意味で、c0, c1, c2, . . . と呼ぶ。一般に cnは

λ f x. f ( f (· · · ( f︸     ︷︷     ︸
n個

x) · · · ))

というラムダ式である。plusというラムダ式を次のように定義する。

λmn f x.m f(n f x)

pluscm cn
β //cm+n となる。

問 2.6.2上記の β変換を、m=3, n=2などの具体例を用いて 1ステップずつ書いて確かめよ。

引き算・かけ算などもやや難しくなるが定義することが可能である。

問 2.6.3次の関数をチャーチの数に対するラムダ式として定義せよ。

1. zero — 0であるかどうかを判定する述語

2. mult —かけ算

3. pred — 1を引く関数（難）

4. sub —引き算（predを使えば簡単）

組 pairを λ f sd.d f sというラムダ式と定義する。また、fst, sndをそれぞれ、λp.p(λ f s. f ), λp.p(λ f s.s)

とする。fst (pair M1 M2)
β // M1であり、snd(pair M1 M2)

β // M2 となる。

問 2.6.4上記の β変換を 1ステップずつ書いて確かめよ。

問 2.6.5リストを表現するために、cons, nil, isNull, car, cdrに対応するラムダ式を定義せよ。
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Yコンビネータ λ f .(λx. f (xx))(λx. f (xx))というラムダ式を Yと呼ぶ。YF
β→ (λx.F(xx))(λx.F(xx))で

あるが、この右辺を Uと置くと、U
β→ FU

β→ F(FU)
β→ · · · β→ F(F(· · · (FU) · · · ))となることがわか

る。Uは Fの不動点と考えられるため、Yのことを不動点演算子（fixed point operator）とも呼ぶ。こ
のような Yは再帰関数を定義するのに用いることができる。
例えば、factというラムダ式を次のように定義する。

Y (λ f x.if (zerox) c1 (mult x ( f (predx))))

これは、おなじみの階乗の関数を定義している。

問 2.6.6 factが階乗の関数を表現していることを、c3などの具体的な数を用いて、確かめよ。zero,

mult, predなどのラムダ式はすでに定義されているものと仮定して良い。（つまり、predc3
β→ c2など

は途中のステップを書かなくて良い。）

fact c3 ≡ Y (λ f x.if (zerox) c1 (mult x ( f (predx)))) c3
β→ Uc3 ここで F

def≡ λ f x.if (zerox) c1 (mult x ( f (predx)))

U
def≡ (λx.F(xx))(λx.F(xx))

β→ FUc3
β→ if (zeroc3) c1 (multc3 (U (predc3)))
β→ . . .

2.7 この章のまとめ

以上でラムダ計算が、ひじょうに単純な体系ながら、強力なプログラミング言語とみなすことがで
きるということがわかる。少なくとも再帰と条件分岐などの制御構造、整数などのデータ型をラムダ
計算の中で表現することが可能である。また、2つのラムダ式が等価であるという議論も比較的容易
にできる1。
原理的には、より複雑なプログラミング言語の意味をラムダ式として表現することも可能である。

しかしながら、実際にすべての計算を純粋なラムダ計算で記述すると、量が多くなりすぎてたいへん
である。そこで、次章では Haskellというプログラミング言語を紹介する。Haskellは、基本的にはラ
ムダ計算に、いろいろな便利な構文（構文上の糖衣）と高度な型システムを導入した（だけの）プロ
グラミング言語である。
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